Množiny

Každá množina je určená svojimi prvkami. Množiny môžme určovať niekoľkými spôsobmi:

a) Vymenovaním všetkých prvkov.

Ak A je množina ktorá obsahuje iba prvky 1, 2, 3, tak symbolicky píšeme A={1, 2, 3}

b) Určením vlastností, ktoré spĺňajú jej prvky.

Ak B je množina všetkých čísel x takých, že x2 ≤ 3, tak symbolicky píšeme B={x; x2≤3}.

Teda ak M je množina všetkých prvkov x, ktoré majú vlastnosť P(x), píšeme M={x;

P(x)}.

c) Induktívne, t.j. určeným východzím prvkom a pravidla pre tvorenie ďalších

prvkov.

Nech C je najmenšia množina, ktorá obsahuje číslo 2 a s každým číslom x aj číslo x + 2.

Potom C je daná induktívne.

Definícia 1.2.1 :

Nech A a B sú ľubovoľné množiny, potom

- zjednotenie množín A U B = {x; x є A alebo x є B}

- prienik množín A ∩ B = {x; x є A a x є B}

- rozdiel množín A – B = {x; x є A a x B }

Množinu, ktorý nemá žiaden prvok, nazývame prázdnou a označujeme Ř. Ak platí A ∩ B

= , nazývame množiny A a B disjunktnými.

Definícia 1.2.2 :

Množinu A nazývame podmnožinou množiny B, ak každý prvok množiny A je prvkom

množiny B. Tento vzťah označujeme A B. Ak platí tiež A B, tak množinu A nazýva

vlastnou podmnožinou množiny B, čo označujeme A B.

Definícia 1.2.3 :

Karteziánskym súčinom množín A, B budeme nazývať množinu všetkých usporiadaných

dvojíc (x, y) takých, že x є A a y є B. Označujme:

A X B = {(x, y) ; x є A a y є B }

Medzi dôležité množiny, o ktorých budeme v ďalšom často hovoriť patria:

Množina N všetkých nezáporných celých čísel. N = {0, 1, 2, 3, 4, .....}

Množina N+ prirodzených čísel. N+ = {1, 2, 3, 4, ....}

Množina Z všetkých celých čísel. Z = {0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, ... }

Množina R všetkých reálnych čísel.

Zobrazenia.

Definícia 1.2.4 :

Zobrazenie množiny A do množiny B je podmnožina F karteziánskeho súčinu A X B,

s vlastnosťami:

a) ku každému a є A existuje b є B také, že (a, b) є F

b) ak (a, b) є F a (a, c) є F, tak b = c.

Zobrazenie F množiny A do množiny B zapisujeme: F: A → B. Môžeme ho chápať ako

pravidlo, ktoré každému prvku množiny A priradí práve jeden prvok b z množiny B.

Keď chceme zapísať, že prvok a sa zobrazí na prvok b, použijeme označenie a → b alebo

aF = b

Definícia 1.2.5 :

Zobrazenie φ: A → B nazývame injekciou (alebo prostým zobrazením množiny A do

množiny B), ak pre každé a1, a2є A, a1 a2 sa a1φ a2φ. Ináč, ak sa obrazy dvoch prvkov

a1, a2 množiny A rovnajú tak tieto prvky sa rovnajú.

Zobrazenie φ: A → B nazývame surjekciou (alebo zobrazením množiny A na množinu

B), ak ku každému prvku bєB existuje prvok a є A tak , že aφ = b.

Zobrazenie, ktoré je injekciou aj surjekciou, nazývame bijekcia.

Definícia 1.2.6 :

Zobrazenie φ: A → A nazývame transformáciou množiny A. Zobrazenie IA: A → A, ktoré

zobrazuje každý prvok množiny A na seba, čiže a IA = a, nazývame identickou

transformáciou.

Transformácia IA má nasledujúcu vlastnosť. Nech φ: A → A je ľubovoľnou

transformáciou množiny A. Potom

a(φ o IA) = (aφ) IA = aφ , a(IA o φ) = (aIA)φ = aφ

pre každé a є A, teda φ o IA = φ = IA o φ. Je tiež zrejmé, že transformácia IA je bijekciou.

Relácie. Binárne operácie.

Definícia 1.2.7 :

Binárna relácia α z množiny A do množiny B (medzi množinami A a B) je podmnožina

karteziánskeho súčinu A X B (α A X B). Označenie aαb znamená,že (a, b)є α, a aα’b

znamená, že (a, b) α. Ak A = B, hovoríme, že α je reláciou na množine A.

Slovo binárna v definícii znamená, že relácia je medzi dvoma množinami. Binárnu reláciu

medzi dvoma množinami A a B môžeme teda chápať ako pravidlo, ktoré pre ľubovoľné

a є A a b є B určuje, či a je alebo nie je vo vzťahu α s prvkom b.

Pojem binárnej relácie je zovšeobecnením pojmu zobrazenia φ: A → B.

Definícia 1.2.8 :

Relácia α na množine A sa nazýva

a) reflexívna, ak pre každé aєA platí a ααa,

b) symetrická, ak pre každé a, b є A z aαb vyplýva bαa,

c) tranzitívna, ak pre všetky a, b, c є A z aαb, bαc vyplýva aαc

d) antisymetrická, ak pre všetky a, b є A z aαb a bαa vyplýva a = b.

Relácia α na množine A, ktorá je reflexívna, symetrická a tranzitívna, sa nazýva

ekvivalenciou na množine A alebo reláciou ekvivalencie na A.

Relácia, ktorá je reflexívna, antisymetrická a tranzitívna na množine A, sa nazýva

čiastočným usporiadaním množiny A.

Uvažujme o tom, čo je sčítanie dvoch celých čísel. K usporiadanej dvojici (a, b) dvoch

celých čísel priradí celé číslo c, pričom c = a + b. Podobne sa pri odčítaní priradí celé číslo

a – b. Teda sčítavanie je vlastne zobrazenie φ: Z X Z → Z, kde (a, b)φ = a + b. Zobrazenia

takéhoto typu nazývame binárne operácie.

Definícia 1.2.9 :

Binárna operácia na množine A je zobrazenie množiny A X A do A. Binárne operácie

obvykle označujeme symbolmi o, □, Δ, .... pričom obraz usporiadanej dvojice (a, b)

označujeme aob, a□b, aΔb, a├ b, ....

Príklad: Nech je daná množina N. Potom zobrazenia dané predpismi

aob=a, a□b=ab

sú binárne operácie na množine N.

Definícia 1.2.10 :

Binárna operácia o na množine A je asociatívna, ak pre všetky a, b, c єA platí

ao(boc) = (aob)oc

Binárna operácia o na množine A je komutatívna, ak pre všetky a, b є A platí

aob = boa

Definícia 1.2.11 :

Neutrálnym prvkom binárnej operácie o na množine A je taký prvok eєA, že pre každé

aєA, platí

eoa = aoe = a

Príklad: Zistime, či sú operácie z predchádzajúceho príkladu asociatívne. Operácia o je

asociatívna pretože pre všetky a, b, c є N

ao(boc) = aob = a = aob = (aob)oc

Operácia □ nie je asociatívna, pretože

2□(2□3) = 2□23 = 28 a (2□2) □3 = 22□3 = 26

Definícia 1.2.12 :

Nech prvok eєA je neutrálnym prvok operácie o na množine A. Prvok a nazývame

inverzným prvkom k prvku b (a, b єA), ak

aob = e = boa

Definícia 1.2.13 :

Grupa je množina G s binárnou operáciou o, pričom

a) pre všetky a, b, c є G platí ao(boc) = (aob)oc,

b) existuje prvok eєG taký, že pre všetky aєA sa aoe = a = eoa,

c) ku každému prvku aєG existuje prvok bєG taký, že aob = e = boa

Ak binárna operácia o je komutatívna, hovoríme o komutatívnej grupe
